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В работе исследована одна обратная краевая задача для дифференциального 

уравнения с частными производными четвертого порядка  с интегральным граничным 
условием. Сначала исходная задача сводится к эквивалентной задаче, для которой до-
казывается теорема существования и единственности решения. Далее, пользуясь эти-
ми фактами доказываются существование и единственность классического решения 
исходной задачи. 
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 Теория краевых задач для неклассических уравнений с частными 
производными является важнейшим разделом современной теории диф-
ференциальных уравнений. В последние десятилетия исследования в этой 
области проводились наиболее интенсивно благодаря многочисленным 
приложениям в газовой динамике, в механике сплошной среды, при рас-
пространении акустических волн в слабо неоднородных средах, в матема-
тической биологии, а также при математическом моделировании различ-
ных других прикладных задач. Нашей целью является изучение начально-
конечной задачи для полного уравнения Буссинеска–Лява моделирующе-
го продольные волны в упругой балке с учетом поперечной инерции. 

Современные проблемы естествознания приводят к необходимости 
обобщения классических задач математической физики, а также к поста-
новке качественно новых задач, к которым можно отнести нелокальные 
задачи для дифференциальных уравнений. Среди нелокальных задач 
большой интерес представляют задачи с интегральными условиями. Не-
локальные интегральные условия описывают поведение решения во 
внутренних точках области в виде некоторого среднего. Такого рода ин-
тегральные условия встречаются при исследовании физических явлений в 
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случае, когда граница области протекания процесса недоступна для непо-
средственных измерений. Примером могут служить задачи, возникающие 
при исследовании диффузии частиц в турбулентной  плазме [1], процес-
сов распространения тепла [2], процесса влагопереноса в капиллярно-
простых средах [3], а также при исследовании некоторых обратных задач 
математической физики [4]. 

Смешанные задачи для гиперболических уравнений с нелокальными 
интегральными условиями были ранее рассмотрены в работах [5-6]. 

Постановка  задачи и её сведение к эквивалентной задаче 
Рассмотрим для уравнения [8]  

),(),()(),(),(2),( txftxutatxutxutxu xxxxtxxtt +=+− βα                                  (1) 
в области }0,10:),{( TtxtxDT ≤≤≤≤=  обратную краевую задачу с началь-
ными условиями 

)10()()0,(),()0,( ≤≤ψ=ϕ= xxxuxxu t ,                                                     (2) 
граничными условиями   

)0(,0),0(),1(),0( Tttututu xxxxx ≤≤=== ,                 (3) 
нелокальным интегральным условием  

                          ∫ =
1

0

0),( dxtxu   )0( Tt ≤≤                           (4) 

и с дополнительным условием 
)0()0()(),0( TtTtthtu ≤≤≤≤= ,                        (5) 

где 2,0 αβα >>  -заданные числа, ),( txf , )(xϕ , )(xψ , )(th  - заданные 
функции, а ),( txu  и )(ta  - искомые функции. 
 Определение. Классическим решением задачи (1)-(5) назовём пару 

)}(),,({ tatxu  функций  ),( txu  и )(ta , обладающих следующими свойства-
ми: 

1) функция  ),( txu  непрерывна в  TD  вместе со всеми своими произ-
водными, входящими в  
              уравнение (1); 

2) функция )(ta  непрерывна на  ],0[ T ; 
3) все условия (1)-(5) удовлетворяются в обычном смысле. 
Справедлива следующая 
Лемма 1. Пусть 

]1,0[)( Cx ∈ϕ , ∫ =ϕ
1

0
0)( dxx , ]1,0[)( Cx ∈ψ , ∫ =ψ

1

0
0)( dxx , 

)(),( TDCtxf ∈ , )0(0),(
1

0
Ttdxtxf ≤≤=∫ , 

],0[)( 2 TCth ∈ , )0(0)( Ttth ≤≤≠ , )0()0( h=ϕ , )0()0( h′=ψ . 
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Тогда  задача нахождения решения задачи (1)-(4) эквивалентна задаче 
определения функций ),( txu  и )(ta , обладающих свойствами 1) и 2) опре-
деления решения задачи (1)-(4), из (1), (2) и  

                                             ),0(0),1( Tttuxxx ≤≤=                              (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tttututhtfthta xxxxtxx ≤≤+−′′=+ 0,0,02,0 βα .  (7) 

Доказательство. Пусть )}(),,({ tatxu  является решением задачи (1)-(5). 
Интегрируя уравнение (1)  по x  от 0 до 1, имеем: 
                                       

=−+−−∫ )),0(),1(()),0(),1((2),(
1

0
2

2

tutututudxtxu
dt
d

xxxxxxtxtx βα  

                                               )0(),(),()(
1

0

1

0

Ttdxtxfdxtxuta ≤≤+= ∫∫ .             (8)  

Допуская, что 0),(
1

0

=∫ dxtxf )0( Tt ≤≤ и с учётом (3),(4), легко приходим к 

выполнению (6).  
Далее, считая ],0[)( 2 TCth ∈  и дифференцируя  два раза  (5), получаем: 

)0()(),0( Ttthtutt ≤≤′′= .                                    (9) 
Далее, из (1)  имеем: 

          ( ) ( ) ( ) Tttftutatxututu xxxxtxxtt ≤≤+=+− 0(,0,0)(),(),0(2,0 0βα .    (10) 
Отсюда, с учётом (5) и (9), приходим к выполнению (7). 
Теперь, предположим, что )}(),,({ tatxu  является решением задачи (1)-

(3), (6), (7).  Тогда из (8), с учётом (3) и (6), находим: 

).0(0),()(),(
1

0

1

0
2

2

Ttdxtxutadxtxu
dt
d

≤≤=− ∫∫                                  (11) 

В силу (2) и 0)(
1

0

=ϕ∫ dxx , ∫ =ψ
1

0

,0)( dxx  очевидно, что  

            0)()0,(
1

0

1

0

=ϕ= ∫∫ dxxdxxu ,  0)()0,(
1

0

1

0

=ψ= ∫∫ dxxdxxut .      (12)  

Так как  задача (11), (12) имеет только тривиальное решение, то  

0),(
1

0

=∫ dxtxu ),0( Tt ≤≤  т.е. выполняется  условия (4).           

Далее, из (7) и (10), получаем: 

 )0())(),0()(())(),0((2

2

Ttthtutathtu
dt
d

≤≤−=− .                                (13) 

В  силу (2) и )0()0(),0()0( hh ′== ψϕ ,  имеем: 
.0)0()0()0(),0(,0)0()0()0(),0( =′−=′−=−=− hhtuhhtu t ψϕ     (14) 

Из (13) и (14), заключаем, что выполняется условие (5). Лемма доказана. 
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Исследование существования и единственности классического ре-
шения обратной краевой задачи. 

Первую компоненту ),( txu  решения { })(),,( tatxu  задачи (1),(2),(6),(7) 
будем искать в виде: 

∑
∞

=
==

0
)(cos)(),(

k
kkk kxtutxu πλλ ,                                  (15) 

где 

,...)1,0(cos),()(
1

0

== ∫ kxdxtxultu kkk λ , 

.0,1
,...2,1,2


 =

== kпри
kприkl

 

 
Теперь, из (7), с учётом (16), имеем: 

( ) ( )( )






++′+−′′= ∑
∞

=

−

1
01

2
1

2
0

1 cos2),()()()(
k

kkkkk xtututxfththta λβλαλ     

( ) ( )( )






+′+∑
∞

=1
02

2
2

2 sin2
k

kkkkk xtutu λβλαλ  . 

Тогда, применяя формальную схему метода Фурье, из (1) и (2) полу-
чаем: 

,...)1,0;0(),;()()(2)( 42 =≤≤=+′+′′ kTtautFtututu kkkkkk βλαλ ,  (16)                           
,...),1,0()0(,)0( ==′= kuu kkkk ψϕ                                         (17) 

где 

      ,...)1,0(cos),()(),()()(),;(
1

0

==+= ∫ kxdxtxfltftutatfautF kkkkkk λ ,  

       ,...)1,0(cos)(,cos)(
1

0

1

0

=== ∫∫ kxdxxlxdxxl kkkkkk λψψλϕϕ .   

 
Решая задачу (16),(17), находим: 

)0(),;()()(
0

0000 TtdauFtttu
t

≤≤−++= ∫ τττψϕ ,         (18) 

+











+








−= tttetu k

k

k
kk

k

k
k

t
k

k β
β
ψϕβ

β
αβα sinsincos)(  

( ) ( ) ττβτ
β

τα detauF t
t

kk
k

k −∫ −+
0

sin),;(1  )0,...;2,1( Ttk ≤≤= ,    (19) 

где 
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                            ., 222 αβλβαλα −=−= kkkk                                                            
После подстановки выражения  )(tuk  ,...)1,0( =k  в (15), для определе-

ния компоненты ),( txu  решения задачи (1), (2), (6) и (7) получаем: 

+−++= ∫
t

dauFtttxu
0

000 ),;()(),( τττψϕ  

( ) ( ) xdetauFttte k
k

t
t

kk
k

k
k

k
kk

k

k
k

t kk λττβτ
β

β
β
ψϕβ

β
αβ ταα cossin),;(1sinsincos

1 0
∑ ∫
∞

=

−













−+











+








−+ . (20) 

Теперь, из (7), с учётом (15), имеем: 

( ) ( )( )








+′+−′′= ∑
∞

=

−

1
1

2
1

21 2),0()()()(
k

kkkk tututfththta βλαλ .                             (21) 

 Дифференцируя (19), получим:  

( ) +



















+++−=′ kkk

k

k
kkkk

k

t
k tttetu k ψββ

β
αβϕβα

β
α cossinsin1)( 22  

( ) ( )( ) ( ) ).0...;2,1(cossin),;(1

0

TtkdettauF t
t

kkkkk
k

k ≤≤=−+−+ −∫ ττββτβατ
β

τα  (22) 

 
Далее, из (19) и (22), получаем: 

( ) ( ) ( )( )











+








++−=+′ kkkkkk

k
kk

t
kkk ttetutu k ϕββαααβλ

β
ββλβλα α sin21cos2 22222

 

( ) +













+++ ikkkkk

k
tt ψβαβααβλ

β
cos2sin21 2  

( ) ( ) ( )( ) ( ) .cos2sin2),;(1

0

2







−+−++ −∫ ττβαβτββλαατ
β

τα dettauF t
t

kkkkkk
k

k   (23)   

 Тогда из (21), с учётом (23), находим: 
      

( )( )

















+








++−+−′′= ∑

∞

=

−

1

222221 sin21cos),0()()()(
k

kkkkkk
k

kk
t

k ttetfththta k ϕββαααβλ
β

ββλλ α

  

( ) +













+++ kkkkk

k
tt ψβαβααβλ

β
cos2sin21 2  

                                  

( ) ( ) ( )( ) ( ) .cos2sin2),;(1

0

2













−+−++ −∫ ττβαβτββλαατ
β

τα dettauF t
t

kkkkkk
k

k (24) 

36 



  Таким образом, решение задачи (1)-(3),(6),(7) сведено к решению сис-
темы (20), (24) относительно неизвестных функций ),( txu  и )(ta . 

Справедлива следующая 
Лемма 2. Если  )}(),,({ tatxu - любое решение задачи (1)-(3),(6) ,(7), то 

функции 

,...)1,0(cos),()(
1

0

== ∫ kxdxtxultu kkk λ  

удовлетворяют системе, состоящей из уравнений (18), (19). 
Замечание. Из леммы 2 следует, что для доказательства единствен-

ности решения задачи (1), (2), (5), (6), достаточно доказать единствен-
ность решения системы (20), (24). 

С целью исследования задачи (1)-(3),(6) ,(7), рассмотрим следующие 
пространства. Обозначим через  α

TB ,2  [7] совокупность всех функций вида 

)(cos)(),(
0

πλλ kxtutxu k
k

kk == ∑
∞

=
, 

рассматриваемых в TD , где каждая из функций ,...)1,0()( =ktuk  непре-
рывна на  ],0[ T  и 

( ) +∞<






+≡ ∑
∞

=

2
1

1

2
],0[],0[0 )()()(

k
TCkkTC tutuuJ αλ , 

причём 0≥α . Норму в этом множестве определим так: 
)(),(

,2
uJtxu

TB =α . 

 Через α
TE  обозначим пространство ],0[,2 TCB T ×

α  вектор-функций 
)}(),,({),( tatxutxz =  с нормой 

],0[)(),(),(
,2 TCBE tatxutxz
TT
+= αα . 

 Известно, что α
TB ,2  и  α

TE   являются банаховыми пространствами. 

 Теперь рассмотрим в пространстве 5
TE  оператор  

{ }),(),,(),( 21 auauau ΦΦ=Φ , 
где 

∑
∞

=
==Φ

0
1 cos)(~),(~),(

k
kk xtutxuau λ , 

)(~),(2 taau =Φ , 
а )(~

0 tu , )(~ tuk  и )(~ ta  равны, соответственно, правым частям (18), (19) и 
(24). 

Очевидно, что  
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,1sincos 12
ε

αβ
αβ

β
αβ ≡

−
+≤− tt k

k

k
k

,111sin1
2222
kk

k
k

t
λ

ε
λαβ

β
β

≡
−

≤  

( )( ) ,13sin21cos 2
3

2
2

2222
kkkkkkk

k
kk tt λεβλ

αβ
αββαααβλ

β
ββλ ≡














+

−
≤++−  

( ) .22cos2sin21
42

2
2 εα

αβ
αββαβααβλ

β
≡+

−

+
≤++ tt kkkk

k
 

( ) ( ) ( ) .cos2sin21
4

2 ετβαβτββλαα
β

≤−+−+ tt kkkkk
k

 

Тогда, с помощью нетрудных преобразований находим: 

],0[10],0[
2

2
1

0

2
101010],0[10 )()()()(~

TCTC

T

TC
tutaTdfTTTtu +










ττ+ψ+ϕ≤ ∫ ,  (25) 

+







+








≤








∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

2
1

1

23
1

2
1

1

25
1

2
1

1

2
],0[

5 )(2)(2))(~(
k

kk
k

kk
k

TCkk tu ψλεϕλελ  

 

2
1

1

2
],0[

5
],0[1

2
1

0 1

23
1 ))(()(2))((2 








+










+ ∑∫∑

∞

=

∞

= k
TCkkTC

T

k
kk tutaTdfT λεττλε  ,      (26) 

( ) ( ) [ ] +















+








+−′′≤ ∑∑

∞

=

∞

=

−
2
1

1

23
4

2
1

1

25
3,0],0[

1
],0[ )(

12
6)(

12
6,0)()(~

k
kk

k
kkTCTCTC tfththta ψλεϕλε  

          .))(()(
12

6))((
12
6 2

1

1

2
],0[

5
],0[4

2
1

0 1

23
4

















+










+ ∑∫∑

∞

=

∞

= k
TCkkTC

T

k
kk tutaTdfT λεττλε   (27)  

Предположим, что данные задачи (1)-(3),(6) ,(7)  удовлетворяют сле-
дующим условиям: 

1. )1,0()(],1,0[)( 2
)5(4 LxCx ∈∈ ϕϕ   и          

0)1(,0)0(,0)1(,0)0( =′′′=′′′=′=′ ϕϕϕϕ . 
2. )1,0()(],1,0[)( 2

)3(2 LxCx ∈∈ ψψ   и  0)1(,0)0( =′=′ ψψ .  
3. )(),(),(),(),,(),,( 2 TxxxTxxx DLtxfDCtxftxftxf ∈∈  и  

)0(0),1(,0),0( Tttftf xx ≤≤== . 
4. 0)(],,0[)( 2 ≠∈ thTCth   )0( Tt ≤≤ .  
Тогда из (25)- (27) получаем: 
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],0[10],0[
2

)()1,0()1,0(],0[10 )()(),()()()(~
222 TCTCDLLLTC

tutaTtxfTTxTxtu
T
++ψ+ϕ≤ ,   (28) 

( ) ( ) +++≤







∑
∞

=
)(2)1,0(

3
2)1,0(

5
1

2
1

1

2
],0[

5
222

),(2)(2)(2))(~(
TDLxxxLL

k
TCkk txfTxxtu εψεϕελ  

2
1

1

2
],0[

5
],0[2 ))(()(2 








+ ∑

∞

=k
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Далее, из (28) и (29) находим: 
 

                        5
,2

5
,2

),()()()(),(~
],0[21

TT BTCB txutaTATAtxu +≤ ,       (31) 

где 
( ) ++++=

)1,0(
5

1)()1,0()1,0(1
2222

)(2),()()()(
LDLLL xtxfTTxTxTA

T
ϕεψϕ

( )
( )TDLxxxL

txfTx
22

),(2)(2 2)1,0(
3

2 εψε ++ , 

TTTA )2()( 22 ε+= . 
Теперь из (30) имеем: 
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Из неравенств (31) и (32) заключаем: 
                        5
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],0[],0[ TT BTCTCB txutaTBTAtatxu +≤+ ,   (33) 

где 
)()()( 11 TBTATA += , )()()( 22 TBTATB += . 

Итак, можно доказать следующую теорему: 
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1-4 и 

 1)()2)(( 2 <+ TBTA .                                                             (34) 
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Тогда задача (1)-(3), (6), (7)  имеет в шаре )2)(( 5 +=≤= TARzKK
TER  

пространства 5
TE  единственное решение. 

Доказательство. В пространстве 5
TE  рассмотрим уравнение  

zz Φ= ,                                                (35) 
где { }auz ,= , компоненты ),( auiΦ )2,1( =i  оператора ),( auΦ  определены 
правыми частями уравнений (20) и (24).  

Рассмотрим оператор ),( auΦ   в шаре RKK =  из 5
TE . Аналогично (33) 

получаем, что для любых RKzzz ∈21,,   справедливы оценки: 

[ ] ,),()()()( 5
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5 ,0 TT BTCE txutaTBTAz +≤Φ                                       (36) 
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
 −+−≤Φ−Φ 5

,2
5 ),(),()()()( 21,02121 TT BTCE txutxutataRTBzz .   (37) 

Тогда, из оценок (36),(37), с учётом (34), следует, что оператор Φ  
действует в шаре RKK =  и является сжимающим. Поэтому в шаре RKK =  
оператор Φ  имеет единственную неподвижную точку },{ au , которая яв-
ляется в шаре RKK =  единственным решением уравнения (35), т.е. },{ au  
является в шаре RKK =  единственным решением системы (20), (24). 

Функция ),( txu , как элемент пространства ,5
,2 TB  имеет непрерывные 

производные ),(),,(),,(),,(),,( txutxutxutxutxu xxxxxxxxxx  в TD . 
Теперь из (26)  находим: 
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Отсюда следует, что   ),,( txut  ),(),,( txutxu txxtx  непрерывны в TD . 
             Далее, из (18) и (20),  имеем: 
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 Отсюда следует, что   ),( txutt  непрерывна в TD . 
Из (8) нетрудно видеть,  что  
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Отсюда следует, что ),( txutt , ),( txuttxx  непрерывны в TD .  
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (3), (6), (7)  удовлетво-

ряются в обычном смысле. 
Следовательно, )}(),,({ tatxu  является решением задачи ((1)-(3), (6), (7), 

причём, в силу леммы 2, оно единственное в шаре RKK = . Теорема дока-
зана.  

С  помощью леммы 1 доказывается следующая 
Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1  и  
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0
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0
Ttdxtxfdxxdxx ≤≤=== ∫∫∫ ψϕ , 

)0()0( h=ϕ , )0()0( h′=ψ . 
Тогда задача (1)-(5) имеет в шаре )2)(( 5 +=≤= TARzKK

TER  из 5
TE  

единственное классическое решение. 
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ДЮРД ТЯРТИБЛИ БУССИНИСКИ ТЯНЛИЙИ ЦЧЦН ИНТЕГРАЛ СЯРЩЯД  
ШЯРТЛИ БИР ТЯРС МЯСЯЛЯНИН ЩЯЛЛ ОЛУНМАСЫ ЩАГГЫНДА 

 
F.X.ƏLİZADƏ 

 
XÜLASƏ 

 
Ишдя дюрд тяртибли хцсуси тюрямяли диференсиал тянлик цчцн интеграл сярщяд шярти дахи-

линдя бир тярс сярщяд мясяляси тядгиг олунур. Яввялъя гойулмуш мясяля еквивалент тянликляр 
системиня эятирилир вя онун цчцн щяллин варлыг вя йеэанялийи щаггында теорем исбат олунур. 
Сонра ися бу фактдан истифадя едяряк верилмиш мясялянин щяллинин варлыг вя йеэанялийи исбат 
едилир. 

 
Ачар сюзляр: тярс мясяля, диференсиал тянликляр, варлыг, йеэанялик, классик щялл. 

 
 

ON SOLVABILITY OF AN INVERSE VALUE PROBLEM FOR A SINGLE  
FOURTH-ORDER BOUSSINESQ EQUATION WITH AN INTEGRAL CONDITION 

 
F.Kh.ALIZADEH 

 
SUMMARY 

 
In the article an inverse boundary problem for a partial differential equation of fourth 

order with integral condition is investigated. First, an original problem is reduced to the 
equivalent problem, then the theorem for existence and uniqueness of the solution for the latter 
is proved. Further, using this fact, the existence and uniqueness of the classical solution of the 
considered problem are proved. 

 
Key words: inverse problem, differential equations, existence, uniqueness, classical so-

lution. 
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